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DEVOIR MAISON 2

—>» Exercice 1

On a représenté ci-dessous la courbe représentative de la fonction ¢ : x

1

. . spe s Ug ==

premiers termes de la suite (u,) définie par { ° 2
Uny1 = f(up)

X
et les
X

1. Emettre une conjecture sur le sens de variation de cette suite.
Cette suite semble croissante.

2. (a) Etudier le sens de variation de la fonction U sur ]0;+oo].

La fonction U est dérivable sur ]0;+oo] et
3(1+2x)—2x3x 3
! = = >0
i) (1+2x)2 (1+2x)?

Ainsi, la fonction ¥ est croissante sur ]0;+oo|.

b) On admet que pour tout n, u,, > 0. Démontrer par récurrence que la suite (u,
que p n p q
est croissante.
On pose P(n) : « u, < Upyq ».

3 )
= Z,onablen Ug < Uj.

N [rolw

Comme uj = % et u; =
P(0) est vraie.
On suppose P(n) vraie pour un entier n.
Ainsi, u, < Uyyq.
Comme la fonction U est croissante sur ]0;+oo[ et que u,, >0, 0n a
LP(MH) < 1P(”n+1): et don Clpsy S Upy).
P(n+ 1) est vraie, montrant I’hérédité et achevant la récurrence.
3. Démontrer par récurrence que pour tout n, u, —1 <0.
On pose P(n) : «u, <1 ».

1
Comme ug—1= —5 P(0) est vraie.
Puis, si on suppose P(n) vraie pour un entier n,ona u, -1 <0.
3u 3u,—1-2u u,—1
Mais alors u,, —1 = —"——-1=-" L=
1+2u, 1+2u, 1+2u,

Oru,-1<etl+2u,>0car u,>0,etdoncona u,,; <0,
montrant ’hérédité et achevant la récurrence.

p . s s u p o
4. Démontrer que la suite (v,), définie pour tout n par v, = —”1 est géométrique de
Uy —

raison 3.
En déduire u,, en fonction de n.
3u,

_ Upyr 0 1H2u, 3uy, _ Buy Up
vn+] — — 3y — — — 3 — 3Un.
Upq — 1 o1 3Bu,—1-2u, u,-1 u,—1

1+2u,
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La suite (v, est géométrique de raison 3 et donc, pour tout n,
v, = vy x 3" :—% x 3" =31,
Ainsi,
311—1

uu—”lm—ﬁ‘l(un—l):un(:w”‘l :un(1+3”‘1)<:>un:
n_

_3rl—l —

- Exercice 2

La suite (u,) est définie par {uo =1
Upp1 = U, +8n+8

1. Compléter ’algorithme ci-contre afin
qu’il calcule la valeur de u,, ou n sera
choisi par l'utilisateur.

2. Justifier que (2n+3)? =4n?+12n+9.
(2n+3)? = (2n)?>+2x2nx3+3% = 4n’+
12n+9.

3. Montrer par récurrence que pour tout n € N, u, = (2n+1).
On pose P(n) : « u, = (2n+1)% ».

Déja, comme (2x0+1)?> =1 et uy =1, on a bien u,0 = (2 x+1).

L’entrée est un entier naturel n.
u<«—1

Pour k allantde 1 a n
Uu<—u+8k+8
La sortie est u.

Puis, on suppose P(n) vraie pour un entier 7.

On a alors u, = (2n+1)>.

Puis, u, +8n+8=(2n+1)*>+8n+38

dolup =4"+4n+1+8n+8=4n’+12n+9=2n+1)> =[2(n+1)+1]?
montrant P(n+ 1) et achevant la récurrence.

—» Exercice 3
Une urne contient 10 boules dont 4 noires. On tire successivement et avec remise, vingt
boules de 'urne. La variable aléatoire X est égale au nombres de boules noires tirées.

1. Déterminer la loi de X, en justifiant. Détailler le calcul de P(X = 2).
Tirer une boule de I'urne et observer sa couleur constitue une épreuve de BERNOULLI

dont le succes est «la boule est noire », de parametre 0= 0,4. Cette épreuve est
répétée de maniere indépendante (« avec remise ») 20 fois.
Ainsi, X suit la loi binomiale de parametres 2 et 0, 4.
P(X=2)=()x0,42+0,6% = 0,003.
2. Donner et interpréter P(7 < X <9) (ne pas détailler le calcul).
P(7 <X <9)=0,505.
C’est la probabilité d’avoir eu entre 7 et 9 boules noires a I'issue des 20 tirages.
3. Calculer I'espérance de X. Interpréter ce résultat.
E(X)=20x0,4=8.
C’est le nombre moyen de boules noires tirées a I’issue de 20 tirages.
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